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Bread baking is the most important industrial process 
of bakery goods production. The oven unit is the key 
equipment for a bread factory, the main function of which 
is production of high-quality goods maintaining the high 
technical and economic output values at minimal energy 
expenditure. In order to ensure qualitative characteristics 
of the oven it is vital to use the models of a real-world 
system and conduct experiments for analysis, engineering 
or re-engineering, control and predicting a particular real 
process. 

The given article focuses on the physical and mathema-
tical models of the baking process of dough pieces in oven 
units as exemplified by the industrial oven with a chain 
conveyor K-PХМ-25. The mathematical model of bread ba-
king process in the gas ducts of a baking chamber was 
developed, which takes into account radiation and convec-
tion heat transfer, mass transfer along with moisture vapor 
infusion ensuring dough pieces dampening and multiphase 
flow turbulence. The gas channel medium of the bakery 
oven is considered to be biphasic, selective, radiating, and 
absorbent, being surrounded by diffusive boundaries and 
consisting of heating gases and vapor, which is used to 
moisturize the dough pieces. Dough billets and bread are 
treated as damp capillary-porous media with effective 
physical properties. The relation of the multiphase flow is 
formulated on the basis of the data of the Eulerian equation 
system averaged according to Reynolds. 

The model for dough piece baking developed by the 
authors allows take into account technological modes and 
construction features of the modern conveyor oven units as 
well as conduct grounded performance research of the joint 
heat exchange in them resulting in the high quality of the 
end bakery product with sufficient precision and detail. 
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Випікання хліба — найважливіший процес у виробництві хлібобулочних 
виробів. Хлібопекарська піч — основне обладнання хлібозаводу, призначенням 
якого є вироблення високоякісної продукції при забезпеченні високих техніко-
економічних показників виходу продукції при мінімальних витратах енерго-
ресурсів. Для забезпечення якісних показників роботи печі необхідно викорис-
товувати моделі реальної системи та проводити експерименти для аналізу, 
проектування або перепроектування, контролю у прогнозування певного 
реального процесу. 

У статті наведено фізичну й математичну модель процесу випікання 
тістових заготовок у хлібопекарських печах на прикладі промислової печі з 
колисковим конвеєром К-ПХМ-25. Розроблено математичну модель процесу 
випікання хліба в газових каналах пекарної камери з урахуванням радіаційно-
конвективного теплообміну, масообміну з урахуванням введення водяної пари 
для зволожування тістових заготовок і турбулентності багатофазного 
потоку. Середовище газових каналів хлібопекарської печі вважається дво-
фазним, селективним випромінювальним і поглинальним, оточене дифузними 
границями й складається з грійних газів і водяної пари, що використовується 
для зволоження тістових заготовок. Тістові заготовки та хліб вважаються 
вологим капілярно-пориcтим середовищем з ефективними фізичними власти-
востями. Залежність турбулентності багатофазного потоку сформульо-
вана на основі осереднених за Рейнольдсом системи рівнянь Ейлера. 

Розроблена авторами модель випікання тістових заготовок дає змогу з 
достатньою точністю і детальністю враховувати технологічні режими та 
конструктивні особливості сучасних конвеєрних хлібопекарських печей і 
проводити широкі параметричні дослідження сполученого теплообміну в них 
з виходом на кінцевий показник — якість готових хлібобулочних виробів. 

Ключові слова: моделювання, випікання тепломасоперенесення, тістова 
заготовка. 

Постановка проблеми. Випікання хліба — найважливіший процес у 
виробництві хлібобулочних виробів. Смак, аромат, пористість, глянець та 
інші показники якості готових виробів є наслідком ряду фізико-хімічних змін 
всередині продукту під час випікання, які залежать передусім від теплового 
режиму випікання і парозволоження [1—3]. 
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Піч є основним обладнанням хлібозаводу, вона визначає тип і потужність 
підприємства, асортимент і якість продукції. Піч — не лише тепловий, але 
насамперед технологічний агрегат, основним призначенням якого є вироб-
лення високоякісної продукції при забезпеченні високих техніко-економічних 
показників виходу продукції при мінімальних витратах енергоресурсів. Для 
забезпечення якісних показників роботи печі необхідно використовувати 
моделі реальної системи та проводити експерименти на основі математичної 
моделі для аналізу, проектування або перепроектування, контролю та прогно-
зування певного реального процесу. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Дослідники завжди прагнули 
отримати точну математичну модель для моделювання хлібопечення. Так,  
M. Lostie та ін. [4] розробили модель процес випікання дріжджового тіста й 
оцінки впливу технологічних параметрів. B. Broyart і G.Trystram [5] проаналі-
зували тепломасоперенесення та зміни якості продукції при безперервному 
випіканні печива на основі моделювання індуктивних печей. J. Bikard та ін. [6] 
розробили модель випікання хліба, використовуючи прямий 3D-числовий 
метод у мікромасштабі на основі аналізу поля теплових потоків при випікання. 
N. Baldino та ін. [7] отримали математичну залежність процесу випікання 
бісквіту. М.Г. Десик та ін. [8] описали залежність прогріву тістової заготовки 
циліндричної форми. 

У пропонованій статті ми представляємо фізичну та математичну моделі, 
призначені для опису тепломасоперенесення всередині пористого матеріалу 
під час випікання. 

Мета статті: розробити математичну модель процесу випікання хліба в 
газових каналах пекарної камери з урахуванням радіаційно-конвективного 
теплообміну, масообміну з урахуванням введення водяної пари для зволожу-
вання тістових заготовок і турбулентності багатофазного потоку. 

Викладення основних результатів дослідження. 
Фізична модель.  
Конструкція хлібопекарської печі К-ПХМ-25 (рис. 1) включає такі компо-

ненти: суцільнометалеву конструкцію, зібрану з окремих модулів і тепло-
ізольовану зовні мінеральною ватою, газові канали, в яких відбувається ви-
пічка хліба, рухомий колисковий конвеєр для переміщення тістових загото-
вок (ТЗ) у газових каналах, вхідних і вихідних вузлів печі, що включають 
газохід для підводу грійних газів, систему парозволоження, завантажувально-
розвантажувальний пристрій. Тобто в розглянутій фізичній моделі хлібо-
пекарської печі топково-запальниковий блок не розглядається та, відповідно 
до цього, процеси горіння палива також. 

Середовище газових каналів хлібопекарської печі вважається двофазним, 
селективним випромінювальним та поглинальним, оточене дифузними грани-
цями і складається з грійних газів та водяної пари, що використовується для 
зволоження тістових заготовок. 

Тістові заготовки та хліб вважаються вологим капілярно-поруватим сере-
довищем з ефективними фізичними властивостями. Тістові заготовки перемі-
щуються разом із колисковим конвеєром. 
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Рис. 1. Хлібопекарська піч К-ПХМ-25  

1 — завантажувально-розвантажувальний пристрій; 2 — система парозволоження;  
3 — суцільнометалева конструкція; 4 — теплоізоляція; 5, 13 — верхні і нижні нагрівальні 
канали; 6, 12 — верхні і нижні газоходи; 7 — топка; 8 — камера змішування; 9 — муфель; 

10 — пальник; 11 — пекарна камера; 14 — колисковий конвеєр 

Математична модель. 
Математичну модель процесу випічки хліба в газових каналах пекарної 

камери печі з урахуванням радіаційно-конвективного теплообміну, масо-
обміну за рахунок введення водяної пари (з краплями води) для зволожу-
вання тістових заготовок, що випікаються, турбулентності багатофазного 
потоку можна сформулювати за допомогою осереднених за Рейнольдсом системи 
рівнянь Ейлера [9; 10] (записаних для кожної з фаз): нерозривності, збереження 
кількості руху, кінетичної турбулентної енергії та її дисипації і збереження 
енергії: 
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де ρri — середня густина i-ї фази, кг/м3; αi — об’ємна частка i-ї фази в потоці 
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де pi — парціальний тиск i—ї фази, Па; i і i — зсувна і об’ємна в’язкість 

фази i, відповідно, Пас; 2
3

T
i i i i i i i i iV V V I                  

 — тензор 

напружень 2-го рангу (або фізичне рівняння стану середовища, що зв’язує 
напруження зі швидкістю деформації), Па; I — одиничний тензор 2-го рангу; 
g — вектор прискорення, пов'язаний з гравітацією, м/с2; Kji = Kij — коефіцієнт 
обміну кількістю руху між фазами, що залежить від тертя, тиску та інших 
факторів, кг/(м3с);   при 0,  при 0ji j ji i jiV V m V m    — швидкість руху між-
фазної поверхні, м/с; Fi — зовнішня масова сила, віднесена до об’єму, Н/м3; 

   , 0,5lift i g p g p gF V V V         — підйомна об’ємна сила, Н/м3; g  — 
індекс грійних газів; p  — індекс водяної пари з включенням крапель води; 

 , 0,5 / /vm i p s g pF dV d dV d       — приєднана об’ємна сила, Н/м3; 
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де ki — масова турбулентна кінетична енергія i-ї фази, Дж/кг; t, i = ρiCk2
i/εi — 

турбулентна в’язкість i-ї фази, Па∙с; εi — швидкість дисипації турбулентної 
кінетичної енергії i -ї фази, Дж/(кгс);  , ,k i t i i i iG V V V      , Па/с; Cji = 2, 
Cij = 2ηji/(1 + ηj) — коефіцієнт, зв’язаний з дисперсією крапель [2]; σk — кон-
станта; σk, σε, C, C1ε, C2ε, C3ε, — параметри (константи) k—ε моделі;  
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ентальпія фази i, Дж/кг; cp(i) — масова ізобарна теплоємність, Дж/(кг∙К); Tref — 
температура відліку, К; qi = –αi[i/сp(i)+t,i]hi(T) — вектор густини теплового 
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потоку фази i (або фізичне рівняння стану середовища, що зв’язує q з T), в 
якому враховується передача теплоти за рахунок турбулентності потоку, 
Вт/м2; i — теплопровідність фази i, Вт/(м∙К); Qji = –Qij — інтенсивність 

теплообміну між фазами j і i (причому Qii = 0), Вт/м3; 
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пари при температурі крапель води), Дж/кг; Si — об’ємне джерело теплоти 
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об’ємна густина радіаційного теплового потоку селективного 
випромінювального та поглинального середовища i-ї фази, Вт/м3;  — 
частота випромінювання, Гц; Ki і ni — селективний коефіцієнт поглинання 
(м–1) і показник заломлення i-ї фази відповідно;  — тілесний кут, ср; I0i— 
функція Планка, Втс/(м2ср); 

Спектральну інтенсивність випромінювання i-ї фази (Втс/(м2ср)) Ii для 
напрямку s у тілесному куті d можна представити у вигляді залежності: 

     2
0 0

0 0
exp exp

s s s

vi vi vi vi vi vi vi
s s s

I s I s K ds n I K K ds ds


   
       

   
   , (6) 

де s0 — відповідає границі середовища. 
Для твердих конструкційних елементів печі і тістових заготовок, що пере-

міщуються разом із колисковим конвеєром, система рівнянь (1)—(5) спро-
щується до рівняння теплопровідності виду: 

 
   

     , , , , , , , , ,v mov immov

h T T X

q X x y z X x y z X x y z


       

    
 (7) 

де q — об’ємне джерело теплоти, пов’язане із завантаженням ТЗ і розван-
таженням випеченого хліба (ВХ) з печі, Вт/м3, питома потужність якого ви-
значається із системи рівнянь: 

 

   

   

0

0

ТЗ

ВХ

T

p ТЗ

ТЗ
ТЗ

v T

p ВХ

ВХ
ВХ

с T dT
m

V
q

с T dT
m

V




 













, (8) 

де ,ТЗ ВХm m   — масова витрата ТЗ/ВХ у завантажувально-розвантажу-
вальному вузлі, відповідно, кг/с; cp(ТЗ), cp(ВХ)— масова теплоємність ТЗ/ВХ 
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відповідно, Дж/(кг∙К); VТЗ, VВХ — об’єм ТЗ/ВХ відповідно, м3; X (x, y, z) — 
декартова система координат твердих елементів печі, що включає нерухому 
Xim mov (x, y, z) та рухому частини, яка відноситься до колискового конвеєра і 
тістових заготовок, Xim mov (x, y, z, τ); Vconv — вектор швидкості переміщення 
конвеєра разом із хлібом, що випікається, м/с;  — розрахункова область 
пекарської печі. 

Коефіцієнт обміну кількістю руху між фазами у рівняннях (2)—(5) зале-
жить від обраної моделі гідравлічного опору, числа Рейнольдса, в’язкості 
тощо і визначається залежно від фізичного стану фаз, що взаємодіють: рі-
дина–рідина або рідина–газ, або газ–газ. Так, наприклад, коефіцієнт обміну 
кількістю руху між краплями води p і газом g можна визначити як [4]: 

 g p p
pg

p

f
K

  



, (9) 

де 
2

18
p p

p
eff

d
 


 — час релаксації крапель води, с; dp — діаметр крапель води, 

м; eff = g/(1 — αp)2,5 — ефективна динамічна в’язкість газ-краплі рідини, 
Пас; f = CDRe/24 — функція гідравлічного опору; CD — коефіцієнт гідравліч-
ного опору. 

Число Рейнольдса двофазового середовища визначається співвідношенням: 

 Re p p g p

eff

V V d 



. (10) 

Коефіцієнт гідравлічного опору визначається залежно від числа Рейнольдса: 

 

 

3
4

26
* 7

*

24 при Re 1;
Re

24 1 0,1Re при1 Re 1000;
Re

1 17,672 при Re 1000,
3 18,67

D

p

RT

C

fd
f




 


 
        


 
 

    
  

 (11) 

де f* = (1 — αp)3; RT = (σ/(gΔρpg))0,5— довжина хвилі нестабільності Ролі-
Тейлора, м; σ — коефіцієнт поверхневого натягу, Н/м; g — прискорення 
вільного падіння, м/с2; Δρpg — різниця густини між фазами p і g, кг/м3. 

Початкові умови для системи рівнянь (1)—(6) при τ = 0: 
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0 ;   0;   ;
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;   ,
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   
    
    

 (12) 

де 1,i n  — індекс фази в потоці; 0
iT , 0

ik , 0
i  — початкова температура (К), 

масова турбулентна кінетична енергія (Дж/кг) і швидкість її дисипації 
(Дж/(кгс)), масова L0 — початкова довжина зони водяної пари в газових 
каналах хлібопекарської печі, м; α0 — об’ємна частка водяної пари разом із 
краплями довжиною L0. 

Граничні умови для системи рівнянь (1)—(8) при 0  : 
- у вхідних перетинах печі задаються параметри для грійних газів (i = g) і 

водяної пари (i = p), масової витрати і температури ТЗ: 

 
;   ;   ;  ;

;   ;   ,

in in in in
i i i i ТЗ ТЗ ТЗ ТЗ

in in in
i i i i i i

n V V T T m m T T

k k

     


      

 
 (13) 

де n — вектор зовнішньої нормалі до поверхонь вхідних січень печі; in
iV , in

iT , 
in
ТЗm , in

ТЗT , in
ik , in

i , in
i  — нормальна швидкість (м/с), температура газових 

фаз (К), масова витрата ТЗ (кг/с), температура ТЗ (К), масова турбулентна 
кінетична енергія (Дж/кг) та швидкість її дисипації (Дж/(кгс)), об’ємна часка 
i-ї фази на вході у піч; 

- у відхідних перетинах печі задаються параметри для суміші (14), газових 
фаз і масової витрати і температури випеченого хліба (15) 

 0mixp  , (14) 

 ВХ ВХ ВХ ВХ;    ; ;  ;

;   ,

out out out out
i i i i

out out
i i i i

T T m m T T

k k

      


   

 
 (15) 

де pmix — надлишковий тиск суміші газів, Па; out
iT , out

i , out
ВХm , out

ВХT , out
ik , out

i  — 
температура (К), об’ємна частка i -ї фази, масова витрата ВХ (кг/с), темпе-
ратура ВХ (К), масова турбулентна кінетична енергія (Дж/кг) і швидкість її 
дисипації (Дж/(кгс)); 

- на границі контакту між твердими тілами задаються умові абсолютного 
контакту: 

 
 
 

0;

0,

T

n q

 


 
 (16) 

де {T} = T+ — T—; {n·q} = n+ · q+ — n– · q–; «+» і «–» означає ліворуч і 
праворуч від границі контакту; q = —(T) T — вектор густини теплового 
потоку; n — вектор зовнішньої нормалі до поверхні тіла; 
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- на границі контакту між багатофазним середовищем печі, ТЗ і огородже-
нням газових каналів задаються умови прилипання для кожної із газових фаз 
та умови спряження по температурі та густині теплового потоку: 

  

     
1

0;
0;

,

i

n

i i i i ri lh eff
i

V
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n T T n q q n T T



  

             


 (17) 

де n — кількість фаз в потоці;  2
0 ,

0 0
ri i vi v vi v in vi

v s n
q n I I s n d dv



  

 
       

 
   — 

результуючий радіаційний потік i-ї фази, Вт/м2; ε — спектральний ступінь 

чорноти поверхні газових каналів печі; 
    

ТЗ(ВХ)

lh cond F evap F
lh

h m T m T
q

F




 
 — 

поверхнева густина теплового потоку, пов’язана з масообміном на поверхні 
ТЗ (вологообміном завдяки конденсації/ випаровування вологи), Вт/м2; hlh — 
теплота фазового переходу 1-го роду для води (конденсація/випаровування), 
Дж/кг; condm , evapm  — масова витрата вологи при конденсації і випарову-

ванні, відповідно, кг/с; FT — середня інтегральна температура поверхні ТЗ/ВХ, 
К; FТЗ(ВХ) — площа поверхні ТЗ/ВХ, м2; eff — ефективна теплопровідність 
ТЗ/ВХ, Вт/(м∙К); 

- на границі контакту огороджень печі з оточуючим повітрям задаються 
граничні умови конвективного типу: 

     pn T T T T T        , (18) 

де α — коефіцієнт тепловіддачі; Tp — температура оточуючого середовища. 

Висновки 
Розроблена математична модель процесу випікання хліба в газових кана-

лах пекарної камери з урахуванням радіаційно-конвективного теплообміну, 
масообміну з урахуванням введення водяної пари для зволожування тістових 
заготовок  і турбулентності багатофазного потоку. 

Модель дає змогу з достатньою точністю і детальністю враховувати всі 
режимні та конструктивні особливості сучасних конвеєрних хлібопекарських 
печей і проводити широкі параметричні дослідження сполученого тепло-
обміну в них з виходом на кінцевий показник — якість готових виробів. 
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